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L ( s , x ) , ( s = 0 + i t ) を D i r i c h l e t 指 標 x ( n ) 付 き の D i r i c l l l e t の L 関 数
と す る 。 又 , β = 6 + f 7 で L ( s , x ) の 非 自 明 な 零 点 n o n - t r i v i a l z e r o を 表 わ
す こ と に す る 。 又 . r ( I i j ) は E u l e r の g a m m a 関 数 で あ る 。
法 m o d 9 ≧ 2 の D i ' ･ i c h l e t 指 標 c h a r a c t e r X ( n ): N → { z E c II z l = 1 } を
| " " i l " "
x ( n ) =
と 定 義 し ， 且 つ 完 全 乗 法 的 ：
x ( n m ) = x ( " ) x ( m )f b r v " , m E N .
と す る 。 こ れ を X ( " ) m o d q 又 は X m o d 9 と 表 わ す 。
又 ，
" R I II : : l Z i l
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な る X o ( " ) m o d 9 を 単 位 指 標 又 は ， 主 指 標 p r i n c i p a l c h a r a c t e r と 云 っ
て 法 m o d 9 の 指 標 群 の 中 で 単 位 元 の 役 割 を す る 。 叉 は X の 逆 元 で あ る 。
X ( n ) m o d 9 は 周 期 9 を 持 つ が ， そ の 最 小 周 期 q * を X m o d 9 の 導 手 c o n ‐
d u c t o r と 云 う 。 当 然 な が ら 9 * | 9 で あ る 。 9 * = 9 の と き X m o d 9 を 原 始 指
標 p r i m i t i v e c h a r a c t e r と 云 っ て X を X * と 記 す 。
二 つ の 指 標 X , ( n ) m o d 9 , , X 2 ( " ) m o d 9 2 か ら 乗 法 に よ り
X ( n ): = X , ( " ) X 2 ( n ) m o d { q , , 9 2 } ( { 9 , , 9 2 } は 9 1 , 9 2 の 最 小 公 倍 数 l e a s t c o m -
m o n m u l t i p l e ) が 作 ら れ る が ，こ の こ と を X ( 7 z ) m o d { 9 1 9 2 } は
X , ( ” ) m o d 9 1 ， X 2 ( ” ) m o d 9 2 か ら 生 成 i n d u C e さ れ た と 云 う 。
次 の 基 本 的 性 質 が あ る ：
各 法 m o d 9 に 対 し て P ( 9 ) 個 の 相 異 な る 指 標 が あ り ， 次 を 満 た す ：
" " " ｣ ( " ) x ｡ ( " ) - { ; i " : |
P ( 9 ) ” m o d 9
上 ヱ ヌ 州 刺 - { x ｡ " : :I w = : : : : |
P ( 9 ) x f : , 9
0 , ( m ≠ n m o d 9 )
こ こ に ？ ( 9 ) は E u l e r の 関 数 で あ る 。
更 に X m o d 9 に 対 し て ， そ の 導 手 が 9 . で あ る 場 合 ， 原 始 指 標 X * m o d 9 ･
が 存 在 し て
X = X o X ｡ w i t h X o m o d q
で あ る 。 こ の と き X * を x の 原 始 指 標 と 云 う 。
X o m o d 9 に 対 し て
‘ ( ‘ , 典 ｡ ) = < ( ‘ ) 里 ( 1 － 余 ) ，
こ の と き L ( s , x O ) の 〈 ( s ) 以 外 の 零 点 は
｡ = 2 ' r i * ( " E Z : ' ' 9 ) で ｡ = 0 の 直 線 上 に 並 ぶ 。
こ こ に < ( s ) は R i e m a n n の z e t a 関 数 で あ る 。
X ≠ X o m o d 9 に 対 し て
L M = L M J M ( ' - " )
= L ( s ' x " ) p l , 璽 馴 , ( ' - x , ) ､
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こ の と き L ( s , x ) の L ( s , x ~ ) 以 外 の 零 点 は
s = i f + 2 癒 念 ( X - ( p ) = p i O ' , " E Z , p l 9 ,n o t p l 9 ､ ) で
や は り ぴ ＝ 0 の 直 線 上 に 並 ぶ 。
L ( s , x ) は ぴ > 0 で 正 則 , L ( 1 , x ) ≠ 0 .
又 , x ( " ) E R f b r v 7 D E N で あ る と き X を 実 指 標 r e a l c h a r a c t e r , そ う で
な い と き X を 複 素 指 標 c o m p l e x c h a r a c t e r と 呼 ぶ 。
次 の 定 理 を 証 明 す る ：
主 定 理 1 7 n E Z を 一 つ 固 定 し , q n = m ( o r m + ; ) と す る 。 ま た , 以
下 の び も 次 の 条 件 を 満 た す も の を 一 つ 固 定 n x e d す る 。 と < o < 1 ," > 1
は 十 分 大 き い 自 然 数 と す る 。 又 , q " _ , < t < q " と す る 。
単 位 指 標 で な い 原 始 指 標 〃 0 " p " n c j p a l t m d p " m " 伽 e X m o d 9 ≧ 2 を 一
つ 固 定 し て , L ( s , x ) の 非 自 明 な 零 点 n o n - 掘 り " I z e r o : p o = 4 + 恥 を ，
' b T { @ > ; ' , - 6 + " , L ( , , x ) = 0 : q " - < q " }
で 定 義 す る 。 ( p o , B b , 和 は m に 依 存 す る か ら ,p o , m , " , " , ,' y o " ! と 本 来 書
く べ き だ が 煩 わ し く な る の で ， こ の よ う に 書 い て も 誤 解 は 生 じ な い は ず
で あ る 。 ） 従 っ て ， 領 域 { ” ＝ 剛 十 伽 | 比 く 剛 , q , _ , < " < Q n } は 非 零 領
域 z e m 旅 e 7 E 9 i o 河 と な る 。
β + , β - , β + 〉 ; , β - 〉 ; , γ + , γ - , 財 , 臨 , α " , 噸 , 臆 〉 0
を 次 で 定 義 す る 。
" + = 6 + + " + , L ( p + , x ) = 0
' y + : = m i n { ' y l " = β 半 , γ , β 琴 ; L ( , , x ) " , < T }
p - = 6 - + i ' y - , L ( p - , x ) = 0
' y - : = m a x { ' ) '| p = β 千 " , ' > 3 , L ( , , x ) = 0 , " < " }
U x : = ! n i n { " + ; ( γ 令 - w o ) , q n }
U F ; : = [ n a x { " - ; f - ) , q " - ｣ }
u " : = ; m i n { I U x - " ' :' [ , }
噸 ： ＝ ′ ) b ＋ [ ﾉ ｻ n
I / ; f r : = ' ) t ) - [ ﾉ } , '
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p 0 の 左 側 : s " = 7 0 , L ( p , x ) = 0 な る 零 点 β を 右 か ら 順 番 に
β 】 : = 8 , + f ' ) ' 0 , p 2: = 6 2 + f ' y O ,･ ･ ･
( # 〈
< 6 2 < 6 , < B b , L ( " i , x ) = 0 , s / ' i = ' y o ,j = 1 , 2 … ）
と す る ( " , , " 2 , … が 存 在 し な い 場 合 も あ る 。 こ の と き は β , = : と す る 。
) 。
注 { ' ' ノ ー 拠 + " |: < M , U 雨 ≦ U ≦ U 術 ，ひ ≠ ? o } は 非 零 領 域 z e 7 ℃ β ℃ c
7 ” 0 〃 で あ る 。
。 . s , ﾉ l : = # ( " - A ) ) ,t , Y > ' ,6 > ' を
｝
｛ 点 童 , ｡ , ｡ ,… ( * ) ,
0 ＜ グ ー β b < m i n
' y O － ﾉ I ’ ≦ t ≦ 拘 十 ﾉ l
（ こ れ よ り ，
1 1 1 1
? ?
?
?
?
? ?
＜
グ ー 一 助 ’
一
J I ~ ¥ ~ 5 ( o - B b )
( グ ー β b ) 2 + ( t － 和 ) 2
． - , , = ( ｡ - β b ) ÷ ’ ( i - ' T o ) = ( ｡ - ' b ) ( ' + i o ( * ) )) ,
， 黒 , > ， ( , ≠ , ． }ﾉ o T V I ) = 6 + " '
（ β は p 0 以 外 の L ( s , x ) の 非 自 明 な 零 点 n o l l - t r i v i a l z e r o )
と な る よ う に 選 ぶ ( こ れ は 明 ら か に 可 能 で あ る 。 ） と ，
{ ' 健 淳 挫 苧 ｣ }
1
- < m a X
ぴ － β b 一
と な る 。
従 っ て ． こ の 結 論 は 定 理 の 仮 定 ( * ) と 矛 盾 し ，〃 0 は ， も は や L ( s , x ) の 非
自 明 な 零 点 】 1 0 1 1 - t r i v i a l z e r o で は あ り 得 な い 。
主 定 理 l を 証 明 す る に は 次 の 幾 つ か の 補 題 を 必 要 と す る 。
補 題 1 ( H 6 1 ( l e r の 不 等 式 の 系 ）
" > 1 , " > ( ) ,{ A , A + " 1 で 可 稜 分 な 関 数 / ( t ) に 対 し て ，
肯 " ‘ 川 ‘ ' " ≦ | 肯 " " M ' " l ! ' 修 鯵 '．
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肯 " " 川 艸 ' ≦ 剛 卿 川 " l | " ｡ "
が 成 立 す る 。
証 明
( 1 / 2 " ) ＋ ( 1 / 似 ) ＝ 1 と な る " を え ら ぶ 。 H 6 1 d e r の 不 等 式 よ り
削 羊 " 川 ‘ " 棚 ‘
≦ 州 ' + " | 川 I " | 鰹 " { " 1 ! "
〃 ( ‘ , 赤 m [ " '' 川 f ' | "
＝ { 制 峠 ' ' 川 " } ﾘ ”
を 得 る 。 後 半 に つ い て は 同 様 に し て
; " " ' / ( " ' ' ' " " ! # '
≦ 肯 { " ' ‘ 川 ‘ ' 州 … 噸 } 1 f " ' " " } ' "
〃 " 夫 《 , " ‘ , { " " 川 ‘ ‘ } ‘ ' " " 〃
＝ ＝
‐ { 削 卿 川 棚 } " ”
□
補 題 2 o > 1 ,' m = 0 ,l ! 2 , … と す る 。
m = 0 の と き
= < , +
1
抑 = 1 抑 ロ グ ー 1
?
?
? ?
?
． ?? ? ? ?? ?
，
?
? ?
?? ?
? ? ? ? ?
?
?
?
?
? ? ? ↓
? ?
?
? ? ? ?
? ?? ?
?
? ｜ ｜
? ?
? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ?
? ?? ??
? ?
が 成 ウ す る 。
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証 明 先 ず m = 1 , 2 , … の と き を 考 え る 。
/ ( y ): = y - " ( l o g l l ) " ' と お く と f ' ( I I ) = " - ｡ - 1 ( l o g l ﾉ ) m - 1 { m － ぴ l o g l / } で あ
る か ら ， ノ ' ( I I o ) = 0 と な る の は ｡1 ﾉ 0 = e x p ( 割 の と き の み で あ る 。 従 っ て
/ ( " ) の 増 減 を 考 え る と
= ' ¥ ' " = m + i ' ・ 課 ) " ' ≠ 量 ( 1 ･ g n ) m
g " f z E
E f " ｡ n ＝ 2 冗 ぴ
n = { " 1 + 1汎 び
< A I ' . i l l ． g l m l c , " + i l ･ 課 Z +
( l o g : r ) " ' d "
塩 “ 。
〃 ｡
< 1 ~ l l ･ 票 ' " d " + l l ･ 課 1 m
〃 o
( * ) " " + 1 ･ 課 ) m
= = m !
（ ‘ 坐 , ) " 半 ‘ 寺 ( 菫 絲 ) 。
< m !
（ ・ 上 , ) " 樵 ! + ( 器 " ，
）
= m !
≦ ” ! ( 古 ) … ‘ + 『 " ! : ( : ) ”
＝ " ! ( 古 ) " { 古 + : ( 芋 ) 癖 ｝
但 し , l t l は 実 数 t の 整 数 部 分 を 表 わ す 。 又 ，
( ¥ ) " ≦ 響
を 使 っ た 。
m = 0 の と き は
呈 上 < ' + 1 雲 圭 d " = 1 + -
グ ー 1
f = i n ｡
と な り ， 補 題 は 証 明 さ れ た 。 □
補 題 3 ( M o n t g o m e r y - V a u g h a n の 定 理 ,{ 2 4 1 の 2 n d e d . )
q " E C , A E R , " > 0 , Y > ' , o > ; と す る 。 こ の と き
” " ' 二 " - " - ' ‘ ' ' 戯 一 圃 曼 ' " , 伽 繍 + o ( Z ' . " }
厩 半 " ', 碁 " - . ~ '' ' " = " g ' ･ " ' " + o ( Y Z ' ｡ " ' 2 " - ' ｡ ）
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が 成 立 す る 。 こ こ に ， 最 初 の 式 t h e j i r s t e 9 u α " o 伽 α 6 0 U e に 於 け る
O C O C
E ｡ " " - . - " , E I " " | 2 " ' - 2 ．
皿 ＝ l 犯 = = 1
は 収 束 す る と 仮 定 し , O は 絶 対 定 数 を 持 つ B a c h m a n n - L a n d a u の ラ ー ジ ・
オ ウ 記 号 1 1 9 1 で あ る 。
補 題 4 q i ,c i = c i ( " ) E C ,/ I ( " ) → 0 a s 〃 → ｡ o ,( j = 0 1 , … , ” ） と す
る 。 又 , | Q o 1 > | Q j l( j = 1 , 2 , … , " ) , | Q | ' / し → 1 ( i = 0 , 1 , 2 , … , 〃 ) α S 〃 →
m 9 旬 ≠ 0 と す る 。 こ の と き
”
鵬 ' 碁 禽 ( " ) ( ' + 八 ( " ) ) " α 『 ' 1 ′ " = 鵬 ' 鰯 ' = ' a ｡ ’
が 成 立 す る 。
証 明 n l a X i = 1 , 2 , … , , &| ( M ' / " 0 1 = 1 / r ( y ･ > 1 ) と お く 。
誉 鵲 → 1 ， ' ･ ' ‘ " → ! " ， → ｡ ｡ ,( 願 = Ⅲ 2 , … , 脇 ）
ま た ． 庇 が 有 限 6 n i t e で あ る の で , V f > 0 に 対 し て ヨ J ﾉ b が 存 在 し て ，
c l / " ' + / i ( " )
< 1 + f( j = 1 , 2 ,･ ･ ･ , w D ) / o r v " > " D
c l / " ' + / b ( " )
と な る が ， こ こ で E を 十 分 小 さ く 選 び
1 + E 1
ラ ー ー : 丙 く ’
と す る 。
n
I E Q ( " ) ( ' + / M ( " ) ) し α W l ' / "
f ＝ 0
- " ' ' M '| ' * = : G * ) ｡ ( : ) 1 ! "
= I c o I ' / " | q o ll l Ⅶ ’ ) '| ] 令 菫 o ( ( L ] "
= l c o l ] ﾉ 鯵 ' " '' ' + j ｣ + o ( i r ) | 】 〃
{ ] + o ( * ) } 僻 赤
= l c , , l ' / " | Q o ll l + A D ( " ) |
→ | ( M o l ( Q s 〃 → o o )
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と な っ て 補 題 は 証 明 さ れ た 。 □
補 題 5 1 1 } ,| 2 1 ,{ 3 } ,{ 4 1 ､I 5 1 ,1 6 ] ,| 7 1 ,1 8 1 ,1 9 1 ,1 1 0 1 ,1 1 1 ,1 1 2 1 ,{ 1 3 1 ,1 9 1 ,2 0 1 ,| 2 2 1 ,I 2 5 1
( 1 ) l o g r ( s + 1 ) = - h o 翁 十 量 { ' o g ( ] - F J T ) 十 点 } l
兜 ＝ 1
( 2 ) f ( , 川 = : 蝋 ( " 川 - 州 十 1
s
‐ - ' 獅 噌 { ． _ } _ " ) 十 歳 } ’
＝ ! ･ 息 ( ． + I ) - 2 ( 会 ! ) ÷ o ( f F )
( 3 ) X m o d 9 の 導 手 を 9 " , X の 原 始 指 標 を X " m o d 9 拳 と し て
“ = ; ( 1 － 卿 川 ‘ : = { ; : 臓 : ) . 肘 ' : “ 鯛
( I : = # { p ; p " " ' el l ) | 9 , x ､ ( 1 ' ) = 1 } と 定 義 す る と
S d
“ { " _ ﾘ ｡ " 蛎 南 耳 ( ] - ; ) ‘ : 。
L ( s , x ) =
こ れ を 対 数 微 分 し て
( 』 ) - 号 州 ＝
￥ 手 当 - 酔 弄 ( 字 ) - 零 借 手 ; ）
?
?
?
《 ? ?
? ? ? ?
?
? 、 ?
? ? ?
?
? ?
? ?
?
? ? ? ， ?
?
? ? ? ?
? ? ? ? ?
?
?
? ?
? ? ? 、
?
? ?
? ー ? ‐ 、 。 ?
?
? ? ， ? ? 、 ? ? ー
? ? ? ｜ ? ? ? ? ? ?
?
? 、 ? ? ? ? ? ?
? ? ? 、
?
?
? ? ? ? ? ??
? ? ? ? ?
? ? ? ? ? ?
?
?
?
? ? ? ? ?
? ? ?
? ?
? 〉 ?
? ? 、 ? 、 ? ?
? ? ? ? ?
? ?
? ． ー
? ? ?
?
?
， 》
?? ?
? ? ? ? ? ? ? ? ? ?
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一 言 ( ｡ _ ( _ ; 棚 _ " ) 寺 内 ) - 零 ( 古 手 ; ）
更 に X * ≠ X O , 即 ち X * が 単 位 指 標 で な い 原 始 指 標 な ら ば
加 ； て ’ = 0 と な る の で
- r ( " , x ｡ ) =
- - ‘ 器 ( 半 ) - 亭 ( 古 筆 ）
＝ － B － － L － 迦 一
s + Q2
－ 薑 ( , _ ( _ 差 _ 卿 ) 寺 向 ) - 亭 ( 古 手 ; ）
こ れ ら を " 回 , s で 微 分 す る と
( - 1 ) ' ' + ' L '
; F f ( s , x ) ( " ' =
涛 非 ( ． _ ; 峠 ‘ 手 ; ( - M 峠 ' 器 ( 半 ) 一 亭 ( ． _ ; ) , “
6 - d 6 1
冒 戸 了 + ( s - 1 ) ' ' ÷ ↓( s + ( I ) " + !
1 ＝ 二
一 二 ( " _ ( _ 壷 _ " 叶 叢 T - ¥ { " _ ; r "
ル ー ( I 6
3 再 T + ( s - 1 ) ' , + !
＝
一 三 ( ． _ ( _ 2 ; _ " ) , " 制 - 零 ( ． _ ； , －
w h e r e B : = B ( x ) , 況 β ＞ 0 ， β ＝ β ( x ) ＝ β ＋ i ' ) ＝ β ( x ) ＋ 』 ？ ' ( x ) ，
a l l ( l' ) U i s t l l e E u l e r c o l l s t a n t .
特 に X = X * , 即 ち x が 原 始 指 標 の と き は d = ( ) と な る の で
( - 1 ) ' ' + ! L '
〃 1 万 ( s , x * ) ( " ) =
- ' ( F t r f i , _ + ) 峠 r ) E ( - ¥ ! f ¥ ( ¥ ) - ¥ I ｡ _ ; , -
= ﾙ ( m h f * ｡ " ､
( 5 )
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0 0
1
Z ( s - ( - 2 # - ｡ ) ) "
1
- ¥ ( s - $ ) ' , + '
｡ ■ ■ ■ ■
?
｜
?
?
?
? ?
）
l
( s - 1 ) ' ' + 】
- 薑 ( ． _ ( _ 2 : _ “ ) ) 峠 ‘ - 零 ( ･ 寺 “
更 に X * ≠ X O , 即 ち X * が 単 位 指 標 で な い 原 始 指 標 な ら ば
加 え て 6 ＝ 0 と な る の で
( - 1 ) " + ' L '
〃 F = ( s , x " ) ( " ) =
; ( - 芋 ' 器 ( 竿 ) - 零 { ｡ _ ; ) 鯵 ”
二 二
1
? ?
一
( s + a ) ' ' + !
?
?
? ?
?
? ?
? 、 ? ?
? ?
? ? ?
? ? ?
?
?
? ? ?
? ?
?
?
? ? ?
? ? ? ?
? ?
? ?
?
? ? ? ? ． 。 ，
? ? ?
? ? ? ?
但 し ， ′ 7 0 は E u l e r の 定 数 で あ る 。
補 題 6 (I 1 9 1 補 題 6 . 9 系 の 一 般 化 ) x ≠ X o m o d 9: p T i m 赫 加 c , o > 0 ,
s ≠ β , － ( 2 ” ＋ α )( ” ＝ 0 , 1 , 2 , … ) と し て ，
( - 1 ) ' ' + ' L '
F : ( ' , x ) " - - , ! R ! . M + o ( ' ･ g 2 ' ( I w ) M
* o { ( 声 霜 ) ｡ }
1
， ‘ 異 ! ( ’ - , ) " 帯 ’
+ O ( l o g 2 9 ( l t l + 2 ) ) +
＝ ＝ －
+ o { = }
( " = 0 , 1 , 2 $ … ）
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証 明 補 題 5 , ( 5 ) よ り
( - 1 ) ! ' + ' L ' ,､ i , , } S 1
F : M " - - = ｢ ､ ､ _ 2 : , : - ¥ ( . _ ; ) " "
上 記 第 1 項 は ， ぴ ＞ 0 で あ る か ら ｡ l s 一 ( － 2 冗 一 α ) | - ' ' - [ は 庇 に つ い て 単 調
減 少 で あ る 。 従 っ て
薑 , ｡ _ ( _ " _ ‘ ﾙ ポ ﾙl J ･ o o d ", ‘ 帯 2 … , " “
1 ． 砥
d z ノ 〔 〃
＝ ； ﾙ ． ｡ , … + , , 峠 ‘ = ; I ． ｡ ( ( … ) , + 2 , ( … ) + 9 2 + t 2 ) ( & , 叢 1 ) / 2
| " " ¥ … " … M り 縄 ゞ
1
1 ＝ ＝
2
噸 . , ( 塑 , _ ( … ) , ¥ , ｡ + @ j "
l
＋
I L 堂 . '( , ． 瑞 僻 , " ‘ 非 に !( 蛮 璽 鍔 , " ‘ 1
1
＜ －
2
I , . 金 , 職 半 I { | … | - ( … 崎 ． ÷ r l
1
2
1 1 － 織 引
1 1
－ q ■ ■ ■ －
2 1 s + " | "
（ 毒 扉 ) " ≦ 士 ' ･ 〆 ・ ﾝ ，
＜
第 2 項 に つ い て は ， こ れ を 2 つ の 和 に 分 け る ：
1 1 1
¥ F " 峠 ‘
- , ' R |' ｡ - # ' u " + , ' z !{ s - ; ' " f
こ の 第 2 項 を 評 価 す る ：
1
1
, I z ,i s - ､ ' " |
≦ , ‘ 異 ！ ' ' - , ' 州
1
1
， ‘ 異 ‘ { ( ｡ - β ) ' 十 ( ‘ - 州 ( 峠 ｜ " ' < 肱 黒 ]l t - ' y l ! ' + ｣
0 0
l
Z Z
n = 1 7 ' < | 4 - ' y l ≦ " + ,l t 一 γ l i ' + !
? ?
: ＝ ＝
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?
?
?
、 ? ? ? ? ? ?
? ?
?
?
? ?
? ? ?
?
?
， ? ｜ ?
?
?
? ?
? ?
? ?
?
?
?
? ? ?
?
?
? ? ? ?
?
? ? ? ? ? 》 ? ?
?
?
? ? ?
?
? ? ? 、 ? ? ? ? ? 、 ? 、 ?
?
?
?
? ?
? ｜ ? ? ｜ ? ｜ ? ? ? ?
? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ?
?
? ? ? ? ?
?
こ こ で ， 後 の 補 題 7 を 使 っ た 。 次 に l t l ≦ 1 と l t l > 1 の 二 つ の 場 合 に 分 け
る 。
l t l ≦ 1 の と き
急 声 l o g q ( " ÷ l t l ) < 三 方 ! ｡ g 9 7 1
o o l o g n
‐ ! ． " 薑 六 嘔 一『 i ＝ 1 脚 し ＋ ’
< l o g 9 < l o g 9 ( l t l + 2 ) < l o g 2 9 ( l t l + 2 ) .
| t | ＞ 1 の と き
婁 志 l o g 9 ( 州 t ' ) < Z i , F : r ' ｡ 艸 ' ÷ , 言 , 赤 ' ･ …
< l ･ g 2 ' ' I ' + ' ･ g 2 ' , = , * + Z W , "
犯 > , f , 仰 " ＋ ’
庶 幾 割 ボ ' 鰈
< l o g 2 9 1 t l + l o g 2 9
= l o g 2 り | i | + L ¥ ! + L g u + ¥ T
1
" l t l ", " | t l "' " 2 1 t l ' '
< l o g 2 9 ( I I I + 2 )( a s 〃 → o o ) .
l t l ≦ 1 と | t l > 1 , い ず れ の 場 合 も
＜ 姜 方 l o g 9 ( " + l l l )
1
Ⅸ 異 , l s - " } " ･ ' ･ !
< l o g 2 Q ( l t l + 2 )( a s 〃 → o o ) .
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以 上 よ り
( - 1 ) " + ' L ' , ､ i m , != 1
= F : M " - - = ( " _ ( _ 2 : _ ｡ , , - - ¥ ( . _ ; ) -
= o ( # ) - , ! R ! F ､ w - , ' R " "
- , 4 R ,1 ｡ - h , " - , 4 R | F h 峠 , ﾅ o ( # )
= _ , # R ｣, ｡ _ ; , " ｣ + O ( , . g 2 , ( | t M ) M O ( * )
と な り ， 補 題 は 証 明 さ れ た 。 □
補 題 7 1 1 0 1
J v ( T , x ): = # { p = 6 + " I L ( p , x ) = L ( 6 + i ' y , x ) = 0 ,0 ≦ β < 1 ,0 <
γ ≦ T } と す る と ，
J V ( T , X ) 一 Ⅳ ( T - 1 , X ) < c ' ( X ) l o g 9 ( T + 2 ) ,
j V ( T , x ) 一 Ⅳ ( T - 2 , X ) < c ' ( X ) l o g 9 ( T + 2 ) .
c ﾉ ( x ) は x に 依 存 す る 定 数 C O n s t a 加 卿 e " d i n 9 o n X で あ る 。
補 題 8 m = 6 , 7 , … ," = 0 1 , 2 , … に 対 し て , m - 1 < 恥 ≦ m な る 餌 ”
が 存 在 し て
米 ( … 刷 % ' 艸 慨 手 2 川 …
< { c ( X ) l o g 9 ( m + 2 ) + 2 } " + 2
/ o ﾉ ・ ぴ ≧ － 2 m - 1
こ こ で c ( x ) は X に 依 存 す る 定 数 c o n s t " l t d e p e n d " 9 o " X ,
を 満 た す 。
証 明 虚 軸 方 向 の 区 間 ( i ( m - 1 ) , 刎 を ,c ' ( X ) l o g 9 ( T ; n + 2 ) + 1 等 分 す
る と ． 補 題 7 に よ り , c ' ( X ) l o g 9 ( T W " + 2 ) + 1 個 に 分 割 さ れ た 小 区 間 に は ．
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L ( s , x ) の 零 点 Z e r o を 含 ま な い も の が 少 な く と も 1 個 あ る 。 こ の 小 区 間 の
虚 軸 方 向 の 2 等 分 点 を i Z " と し て ， 補 題 6 を 使 う と
（ － 1 ) " + ' L '
〃 1 万 ( ぴ ＋ 厩 腿 , x ) ( " )
1
< , z Z ¥ - 6 ) + i i $ j ' " ! + O ( ' ~ ' + 2 ) )
1
琴 " 鳥 要 | g ,| Z n - ' ) ' | 鯵 半 T + O ( l o g 9 ( T W n + 2 ) )
〈 , 鰯 雲 , ≦ { ; ( d ( X ) ' o g 9 ( 乃 十 2 ) + ' ) - ' r ~ + O ( ' ｡ g , ( Z " + 2 ) )
< E { 2 d ( X ) l o g 9 ( Z r m + 2 ) + 2 } " + ' + O ( l o g 9 ( Z " + 2 ) )
｜ ” " － ' γ | ≦ l
< c J ( X ) l o g 9 ( Z n + 2 ) { 2 ( ﾉ ( x ) l o g 9 ( 餌 " + 2 ) + 2 } " + ' + O ( l o g 9 ( Z " + 2 ) )
< { c ( X ) l o g 9 ( Z n + 2 ) + 2 } " + 21 " i t h c ( X ): = c ' ( X )
< { c ( X ) l o g 9 ( m + 2 ) + 2 } l ' + 2 / o γ o ≧ － 2 m - 1( Q s 〃 → o )
と な り 補 題 は 証 明 さ れ た 。 □
補 題 9 s を L ( s , x ) の 正 則 点 と し て ,S に 一 番 近 い L ( s , x ) の 非 自 明 な 零
点 は 1 つ と し て ， そ れ を β o と す る 。 そ し て | s - p o l < I s - ( - 2 n － α ) I( n =
0 , 1 , 2 ,･ ･ ･ ) , | s － β 0 1 < o ≦ | s l ,- p o l < 1 と す る 。 こ の と き
( - 1 ) I ' + ' L ' L _ ､ ( I , }1 + o ( 1 )
= ; F ( s , x ) ( し ) = _
( s － p 0 ) " + ]
証 明 補 題 6 ,| s - p o l < ぴ よ り
( - 1 ) " + ' L '
f f ( s , x ) ( " ) =
‐ - , , 里 ､ ( ‘ - ; 洲
+ O ( l o g 2 9 ( I t l + 2 ) ) +
+ o { # }
（ s _ , . ) 峠 r + o { * } -
1
1
－ 鱗 , 篝 扉 訓 , ≦ [ ( s - " ) " + ! + o ( ! . g 2 9 ( l t l + 2 ) )
中 嶋 眞 澄 : D i r i c h l e t の L 関 数 の 非 自 明 な 零 点 3 5
( " _ : . " ( " _ ; . ､ " ｣ 峠 4 } -
l
＝ : ＝
( ｡ - 〃 ‘ , " 凧 膣 ‘ : 三 鶚 L + O ( , ｡ g 2 9 (
1
1
（ ‘ _ , ‘ ) 峠 ‘ 令 ( ． _ ; , ) 峠 ‘ ． ( ﾘ ー
1
( ． - , . ) " 兼 ‘ " 篝 扉 洲 ≦ , o ( 1 ) + O ( l o g 2 9 ( l t l + 2 ) )
1 + o ( 1 )
+ O ( l o g 2 9 (l t l + 2 ) )
?
? ?
一
( s － p 0 ) ' ' + !
{ ｡ _ h ) " | ｡ ( ! ｡ g 9 t ) + O ( l ･ g 2 9 ( l t l + 2 ) )
1 + o ( 1 )
( M ; 4 ' - ( ｡ _ h ) " ! ｡ ( ! ･ 菖 9 t ) +
半 ( . _ 尚 ) 峠 Ⅱ o ( ( s - p ｡ ) ' ' + ! ! . 恩 2 9 ( l t l + 2 ) )
1 + o ( 1 )
i ＝ 二 一 一
( s － p 0 ) ' ' + ｣
( ｡ _ , ( ! ･ 息 轆 叶
1 + o ( l o g 2 9 ( l t l + 2 ) )
＝ ＝
1
o ( l o g 2 9 ( l t l + 2 ) )
( s － p 0 ) l ' + 】
( s － p 0 ) , ' + !
1 + o ( 1 )
( s － j T T T@ $ 〃 → o o D
?
? ?
補 題 1 0 ! 1 1 ,1 6 1 ,1 9 1 ,I 1 0 1 ,1 1 2 1 ,I 1 9 1 ,2 2 1
c > 0 , Y > 0 に 対 し て
圭 臓 器 @ " ｣ - { ! . g MI H ) ≦ リ
補 題 1 1( 1 2 1 1 の 改 変 ）
c > 0 , X , Y > 1 に 対 し て
I
』
? ?
?
? ? ?
?
? ?
?? ?
?
? ? ? ?
? ? ? 、
? ）?
?
?
? ? ? ? ? ?
L / c + i o ｡ x : ( " - % , =
1 I E M r : ¥ "
2 7 r i
≦ ( x Y ) " )
0 , ( ( X Y ) し ≦ n )
、、
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証 明 補 題 1 0 を 使 え ば 良 い 。 □
補 題 1 2
実 数 上 有 界 な 台 I B , C l を 持 つ 複 素 数 値 関 数 / ( " ) = j i ( " ) + " ( " ) ,( f i ( U ): =
町 ( " ) ,/ ､ U ): = s / ( U ) ) の F b u r i e r 変 換 ：
鷹 抑 脚 ( j i j " ) d " … ( ｡ ）
は む の 実 解 析 的 関 数 r e a l a n a l y t i c f U n c t i o n で あ る 。 更 に 範 を z = " + "
に 拡 張 し た
瞳 ( " ) e x p ( 加 加 , … ( 6 )
F ( z ): =
は z = " + " ﾉ の 複 素 解 析 的 関 数 c o m p l e x a n a l y t i c f u n c t i o n で あ る 。
注 こ の 補 題 は 、 あ る 意 味 弱 い 意 味 で P a l e y - W i e n e r の 定 理 の 逆 と な っ
て い る 。
証 明 複 素 解 析 的 な ら ば 実 解 析 的 で あ る か ら ， 後 者 を 証 明 す れ ば 良 い 。
F ( z ) = F ( " + " ) = F I ( z ) + d F b ( z ) = F i ( " + i y ) + " ( " + " )
と 置 い て 実 数 値 関 数 F I ( z ) , F b ( z ) が C a u c h y - R i e m a n n の 方 程 式 を 満 た し
て い る こ と を 以 下 に 示 す 。
( , ) ) e x p ( " z ) d u = / _ / ( i ) ) e x p ( " z ) d " ,
鷹 ′ ( " ) ｡ " ( " 杣 ＝ 抑 ) e x p ( " 杣 ，
ノ ( " ) e x p ( " z ) = { / , ( " ) + " ( " ) } e x p l i t j ( " + " ) 1 =
= { / i ( " ) + " ( " ) } e - " { c o s ( " ) + d s i n ( " ) }
= { / , ( " ) c o s ( " ) － た ( " ) s i n ( " " ) } e - " " + j { / , ( ' ﾉ ) s i n ( " ) + / b ( " ) c o s ( " " ) } e - "
で あ り ， こ の 場 合 積 分 と 偏 微 分 の 交 換 が 可 能 で あ る こ と か ら
a 届
薩 " { ﾊ ( " ) s i n ( " " ) 牛 脆 ( " ) c o s ( t j " ) } e ~ " d @ ) ,a z
a F b
い { ﾊ ( 加 患 ( " ) - 帥 順 i n ( " " ) } e - " d " ,
二 二 二
a 〃
6 F i
應 迦 { ﾊ ( t j ) c o s ( " ) - 鯏 瓢 n ( " ) } e - " d U ,
ニ ニ ー
a ’
0 恥
だ , { ﾊ ( " ) s i n ( " ) + / b ( " ) c o s ( " " ) } e ~ " d o
a y
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と な り （ 勿 論 こ れ ら の 積 分 が 存 在 す る 場 合 を 考 え て い る ) 。 こ れ よ り
a 届 8 足
三 目 ＝
a z a y '
a F I a F h
‐ 可 一 所
が 従 う 。 こ れ は C a u c h y - R i e m a n n の 方 程 式 で あ る 。 □
主 定 理 1 の 証 明
以 降 o ( . ) , O ( ･ ) , < , ～ 等 の 記 号 は 〃 → ＋ 函 の と き を 考 え て い る 。
s = ｡ + " ,; < o < ' ,〃 E N ,1 < " , X , Y > 1 ,6 > 1 と し て 次 の 積 分
を 考 え る ：
， ﾙ ｰ 余 臓 ( - 娑 幸 ¥ ( ｡ f ; , x ) " x ¥ ; = ; ) d "
” 2 1 O g Y
（ ; < ‘ < ' ､ " = " 十 " )
こ こ で ｡ 後 に X = e x p ( " ) < = W ; ,6 > [{ 2 3 } と す る ｡ 6 は 後 に 決 め
る 。
補 題 1 1 を 使 う と ， こ の 積 分 4 は
4 - ; = A ( " ) x ( ¥ ( ' . g " ) ' 圭 臓 x " ( Y " - 1 )d i "
冗 加 / 〃 u ﾉ 2 1 0 g Y
尚 ふ A ( " ) x ( ¥ ( ! ｡ g n ) ’ α ”
｜ 志 崎 ‘ | | Ⅷ
w ﾉ l e r e a n : =
… ( 1 )
と な る 。 こ こ で , A ( " ) は v o n M a n g o l d t 関 数 ． 即 ち ．
ハ ( 鰯 1 － { ! ･ 恩 : !' 馴 澱 ､ ｡ … m … n d s o m e k E N "‘ " ) - { 1 . 9 : !| 転 縦 雪 ｡ … r i m … ｡ . . ｡ ､ … N の と き ）
( - 1 ) " + ! 筈 順 , x ) " - = A I " ) x ( ¥ ( ! ｡ 〃 ( " > 1 )
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で あ る 。
こ こ で 積 分 路 を 次 の L = L 1 + L 2 + L 3 + L 4 + L 5 に 移 す 。 積 分 路 L は 次
の 通 り で あ る : A > 1 と し て
L ' = Z ' 1 + Z ' 2 + L 3 + L 4 + L 5
L , = I " 一 i o o , " + i ' ' ( 晩 一 t ) 1 ,
L 2 = I I ' + i ' ' ( 唯 一 t ) , - A + i " ( 鴫 一 t ) 1 ,
L 3 = I - A + f " ( 臨 一 t ) , - A + i ' ' ( 噸 一 t ) 1 ,
L 4 = I - A + i " ( 噸 一 t ) , " + i " ( 噸 一 t ) 1 .
L 5 = I － " + j " ( 唯 一 t ) ," + f o o l .
留 数 定 理 に よ り ，
" - " ､ I - ¥ | : M ; ､ x ' I " x 鵲 う り } ÷
ゞ 幸 A … … ( - 芋 ‘ 芸 ( ‘ ÷ : , x ) ( ' ' x 鵜 予 l l d i "
( - 1 ) " + ' L '
〃 F ( s , x ) ( し ) +
＝ ＝
÷ 刺 榊 … … ( - 芋 ‘ : ( ･ 寺 : ､ x ) ( " ) X 艦 ﾃ l l d i , ,
（ 鵲 芸 ‘ ≠
＝ ＝
・ 刺 … … ｡ ( - 群 ‘ 芸 ( s + : , x ) ( " L 器 テ リ d u j
… ( 2 )
を 得 る 。 こ こ で , 補 題 9 を 使 っ た 。 ま た ,〃 ＞ ' で あ る の で 号 ( s + : , x )
の 特 異 点 ⑩ ＝ 〃 ( β － s ) は 呪 " ( β 一 s ) < - A と な り ， 積 分 路 L の 定 義 に よ
り 積 分 路 L の 右 側 に 特 異 点 I U = " ( β 一 s ) は 存 在 し な い 。 ” ＝ 〃 ( β e - - s ) =
" ( ＆ 一 o ) 一 “ ’0 ＜ β も く ’ に つ い て は － " t < " ( 賄 一 t ) よ り 積 分 路 L 2
の 下 , 積 分 路 L l の 左 に あ る 。
次 に ( 2 ) の 5 つ の 積 分 を 上 か ら 評 価 す る 。
積 分 路 L 1 上 で は
刺 ‘ ( - 茅 ‘ 筈 ( 汁 : ｡ x ) ( " ) X 鵲 ﾃ l l d i , !
(｢壽為)-｡(ff)>｣"""刑烏・幻
”'‘細'等(""),y潟〉
"@I("'1細み')=|¥"_ｿ竿〉
岬‘'(』蒜"'×
×|",仰一切"綿榊寺｡1号|¥｛,卿y竿〉
"'(I4¥;;x"(k､*')号『荒=1@7竿
rlg-zrz7%ff"
(f)．
（〃"((署)"･;)=｡(会)〉
"'(I4¥;Mx"(x"｡':7兼釜-),7苧
ラ1熱凰，塾ｺ-9T瑚響感
｡¥c･勤畢乙酪製ユョコ。曽嘩マ
??????????? ???????｜???ー???ー?、??〔???
?????????????????????? 》?????? ??
??｜?
? ???
?
?
???
? ?????
?
?
(8)
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こ こ で は 〔 ﾙ " の 定 義 を 使 っ た 。 積 分 路 L 4 上 で も 同 様 に
凱 ‘ ( - 筈 等 ( s + : , x ) ( " L 総 ﾃ l l d i "
〈 ( 筈 ) " ＝
（ 咋 芋 ' ) " … ( ‘ ，
次 に 残 り の 積 分 路 L 3 上 の 積 分 に つ い て 考 え る 。 B > 1 と し て 積 分 路 L 3
を 3 つ ：
L 3 , ,: = I - A + j i ' ( 晩 一 t ) , - A - i B I ,
L 3 $ 2: = { - A - j B , - A + f B I ,
L 3 , 3 : = I - A + j B , - A + ' " ( 噸 一 t ) 1 ,
（ ‘ 4 恥 ) と B …
（ : ) < ・ ”
0 < ; - a r c . 。
に 分 け て 評 価 す る 。 A の 値 は 後 に 決 め る が ， そ の A の 値 に 対 し て B を 定
め る 。
さ て
( s - , ｡ + # i " ) ' "
を 考 え る 。
仮 定 し て い る s － p 0 ＝ ( ぴ 一 β 0 ) ( ' + j o ( z h ) ) を 使 い 〃 > 1 を 考 え る と
｛ ( ｡ - " + - 4 デ " ) } 峠 ‘
{ ( ｡ - p b ) + o ( 圭 ) + - A ; " } ' "
{ ( ｡ - , b ) + - 4 : } " '
～
（ 崎 矧 ) 峠 ‘，
＝ ( グ ー 此 ) " + ’
｝ 《 峠 ｡
- A + "
" ( o 一 助 ）
{ ' ÷
中 嶋 填 澄 : D i r i c h i e t の L 関 数 の 非 自 明 な 零 点 4 1
は | ひ | ≦ B の と き ，
｛ ' 幸 宏 昂 } ~ " ｡
1 + o ( 1 )
e x p ( 姜 靜 ）
‐ Ⅲ ｡ ( ' 伽 , ( 古 ) " , ( - ‘ 式 ）
で あ り l t ﾉ | ≧ B の と き は ，
｜ 叶 宏 昂 ｢ 《 " ”
－ ( し ＋ 1 ）
＝ ' 1 半 " ( 芸 蝿 , ｢ ( 畔 ．
畔 ， 剛 響 鶉 ル
- e $ n ) | ' f i " 豐 勵 , ｢ ' 峠 ”
≦ 錘 p ( * )
で あ る 。 こ れ ら の 準 備 を 基 に L 3 , 3 , L 3 , 2 , L 3 , 1 上 の 積 分 を 評 価 し て 行 く 。
ず L 3 , 3 か ら 始 め る 。
嵐 ｡ ( - 鰐 ( ｡ + ； ､ x ) ( " ) X 鵜 ﾗ u d " |
≦ 圭 蹴 " ~ ‘ '| 皇 子 型 号 崎 , x ) " |, 蒜 器
≦ 圭 鰯 " - ‘ '| ( ･ 澤 聟 ) 峠 ‘| , 蒜 器
≦ 会 ﾉ : " ~ " , ｡ _ 蓋 拳 | ' ' + & ( A ' 半 州 . ： 『
X - A d U
≦ 秘 m r " ¥ 證 器 | " + ! ( A 2 + " 2 ) ' O g Y
1 + o ( 1 ) X - A d "
≦ 就 ( I G M _ ' )( 1 + o ( 1 ) ) e x p ( * )X - A d , ,
（ グ ー β b ) ! ' + ] ( A 2 + " 2 l o g Y
先
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? ?
? ? ? ?
、 ? ? ?
?
? ?
? ? ? ? 、 、 ? ? ?
?
?
?
? ? ?
?
?
? ? ? ? ? ? ?
?
?
?
? ?
? ? ? ? 、
?
? ?
?
? ? ? ?
?
? ? ? ? ?
?
? ? ? ? ? ? ?
?
? ? ?
?
?
? ? ? ? ?? ? ? ? ?
?
?
?
?
?
?
? ? ?? ?
? ?
? ? ? ? ? ?
? ? ?
? ? ? ? ?
? ?
? ? ? ?
? ? ?
? ?
? ? ?
? ? ? ? ? ?
? ?
（ グ ー 恥 ) " + ' 2 7 T A l o g Y
… ( 5 )
こ こ で T " E L 3 , 3 で あ る か ら ，秘 = - A + " = - A + i ' ' ( 〃 一 t ) ,
B ≦ ひ ≦ 〃 ( 蝋 一 t ) よ り
u ノ 一 A + i " ( I ノ ー t )
s + - = o + t +
〃 〃
＝ （ ｡ － 4 ) + "( 2 + # ≦ y ≦ 噸 ) .
〃 〃
従 っ て ， β ≠ p 0 な る β に 対 し て u ﾉ E L 3 , 3 で あ る と き
u ノ u ノ
s + － － β > | s + － 一 助
〃 〃
と な る の で 補 題 9 を 使 っ た こ と に 注 意 す べ き で あ る 。
L 3 , I 上 で の 積 分 も 同 様 に
刺 " ( ~ 筈 等 ( s + 2 , x ) ( " ) 1 艦 ﾃ i l d i "
〃
鰯 : 編 _ 剛 ( - ¥ " : ' ｡ + : , ; J ( " |, f *
1
＜ －
一 2 汀
l W l 2 1 O gU j l 2 1 O g Y
（ ‘ 4 駒 ) ￥ " , ‘ 論（ ）
1 1 + o ( 1 )
< 2 7 r ' ｡ g Y T グ ー β 5 W e x p
1 + o ( 1 )X - A
： ＝ ＝
( ぴ 一 助 ) ' ' + 1 2 7 T A l o g Y
･ ･ ( 5 ' ）
中 嶋 興 澄 : D i r i c h l e t の L 関 数 の 非 自 明 な 零 点 4 3
と な る 。
最 後 に L 3 , 2 上 の 積 分 を 考 え る ：
制 卿 ’ ( - 3 峠 ¥ ( ｡ + ¥ , x ) M 雑 ﾃ ﾘ d f "
に つ い て 詳 述 す る ：
| ひ | ≦ B の と き ，
｛ 喘 瑞 } ~ 幟 ‘ ’
1 + o ( 1 )
e x , , ( 芸 靜 ）
（ ‘ 4 恥 ) ｡ " ( - ‘ 古 ）
､ 1 + o ( 1 ) ) e x p
で あ る が , こ れ を 詳 し く 述 べ る と 煎 差 鈴 く ' で あ る の で
｛ 崎 鵠 } ~ ‘ 峠 ”
｛ ‘ 半 宏 昂 } ~ $ " ! ． 恩 ( & 帯 玩 鵲 ) |
j ＝ 二
｛ 叶 器 烏 } ~ ‘ ×
M 蒜 綜 ( 玩 鵠 ) ‘ ≠ … } l
X e X p
{ ! 十 諾 烏 } ~, ､
｜ 識 , ､ 士 ( 淵 ) ．" ; , ( 淵 ) ，
X e x p
｛ 崎 鵲 } ~ ‘ 錘 , ( ｡ 4 偽 ) ｡ " ( - ‘ " 豐 恥 ) ×
ニ ー ニ
｜ 士 ( 蒜 ) ｡‘ ; ｡ ( 識 ) ￥ - ｜
X e x p
｛ 崎 鵠 } ~ ‘ " 似 ( ・ ､ ) ｡ , $ 豐 飾 ) ×
二 二 二
I
十 ・
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※ 嘩 , { ; { ; ( 淵 ) ｡ - 士 ( 蒜 ) ‘ ≠ ~ } l
= { " o ( ; ) } ｡ 4 z ) " , ( - # F : "
x { ] + O ( ; ) }
＝ { Ⅲ 半 o ( ; ) } " , E n ) @ x p ( - ' 六 ）
= ( ' 寺 ｡ ( 1 ) ) ｡ " ( 命 ) 噂 " ( - ‘ 古 ）
で あ る 。
こ の こ と を 使 っ て
* A . ｡ L = 娑 兼 ¥ ( ｡ 令 璽 , x ) ( " ) Z 鵲 ﾏ ﾘ d f "
〃
I W = 娑 割 筈 糾 : , x ) " K = … 祭 器 - 叩 ”
1
＝ ＝
2 汀 j
l 瀞 ’ 半 ‘ （ 1 ） × ~ … 鑑 ｰ “ ”
－ 1
( s + デ ー β 0 ) " + 】
2 7 T j
l : , ｡4 g " = … ( 1 - Y - … ) d "
’
＝ ＝
( s - p ｡ + 幸 璽 ) 叶 1( ~ A + " ) 2 1 0 g Y
2 7 T i
兵 』 + o ( 1 ) X - … ( 1 - Y - 州 d U
1
（ 。 - p b ) " + & ( ' + 玩 鵠 ) " + '( - A " ) 2 ' o g y
2 7 r i
, 為 ( 芸 器 ‘ ×
{ ' + O ( : ) } e x p ( * ) e x p ( - ' * ) X - A + " ( ' - Y - A + " ) C I "
鹿
×
( - A + " ) 2 1 O g Y
余 ( 芸 器 ｜ ‘ ”
( F = n ) x - "
＝ ＝
{ ' + o ( ; ) ! ｡ ¥ ! = = ¥ - " ) ｡ x p ( " T "
底
×
( - A + " ) 2 1 O g Y
… ( ☆ ）
( ☆ ) の 右 辺 の 積 分 を
( 芸 か " ×
凡 ( X ): = e x p
中 嶋 眞 澄 : D i r i c h l e t の L 関 数 の 非 自 明 な 零 点 4 5
{ 1 + O ( ; ) } e x p ( _ ' * ) ( 1 _ Y - A + " )
× 座
e x p ( " l o g X ) d "
( _ A + " ) 2 1 0 g Y
と 置 い て
咽 = 僧 蕊 p ( * ) x - " %
澱 厘 囑 " ( 三 耕 蓋 州 e x p ( " l ． 抑 ，
と す る 。
| { ‘ ≠ ･ 排 x p ( - ' * ) ( ' - … ’
( - A + " ) 2 1 O g Y
’
e x p ( " l o g X )
2
＜
- ( A 2 十 U 2 ) l O g Y
を み た し ，
2
( A 2 + " 2 ) l O g Y
は 可 積 分 i n t e g r a b l e で あ る の で
L e b e s g u e の 優 収 束 定 理 D o m i n a t e d C o n v e r g e n c e T h e o r e m を 使 っ て
』 製 F I , ( x ) = F ( x )
で あ る 。 ま た 補 題 ' 2 よ り
F ( X ) の 右 辺 の 積 分 は l o g X の 従 っ て 呪 X > 0 で X の 複 素 解 析 関 数 と な っ
て い る 。 ま た F ( x ) の 右 辺 の X - ' 4 も X = 0 の 近 傍 を 除 い て x の 複 素 解
析 関 数 で あ る か ら
' ( x ): - ｡ ､ n ) J r ｡ %
× 底 ｡ 蕊 ， ( 裂 結 … } ｡ " 伽 恩 加 ’
は X = 0 を 除 い て 碇 X > 0 で X の 複 素 解 析 関 数 と な っ て い る 。
従 っ て ' ﾉ ＞ ’ に 対 し て
* A . " ( - ¥ ､ + f , x ) " x X > '
t U 2 1 O g Y．
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1 1 + o ( 1 )
2 7 r i ( ぴ 一 助 ) " + 】
F I , ( x )m " " M 凡 ( X ) = F ( X )
で F ( x ) は X > 0 で 実 解 析 的 で " に 依 存 し な い
複 素 数 値 実 解 析 関 数 で あ る 。
･ ･ ･ ( 6 )
( 1 ) , ( 2 ) , ( 3 ) , ( 3 ' ) , ( 4 ) , ( 4 ' ) , ( 5 ) , ( 5 ' ) , ( 6 ) を 使 う と
l l , =
＝ 尚 ふ . A ( " ) x ( ¥ u
α 札
1 + o ( 1 )
＋
＝ ＝ 一 一
( グ ー 比 ) " + 1
+ o { ( : ･ " ( 芸 仰 ｡ { ( " ､ } ¥
） " ｝
｛ ( " ' 1 篝 ） ￥
寺 圭 仏 』 令 A 華 寺 A 率 } ( - ¥ : M : , x ) 《 鋤 x 総 ﾃ l l d u j ,
( 芸 器 ‘ ( ; ) ＋
半 壼 仏 ‘ 半 い ( - 鰐 ( 叶 ; , x ) ( " ' L 鵜 う り d t U -
( 差 器 ‘ ( ; ) ＋
剥 伽 : " ( - ¥ ' : ( ｡ f : , x ) " x X i ､ d "
= 尚 " 菖 晨 ) , A ( " ) x ( ¥ ' ' o g " ) 鯵 ． " ≠
加 s
‐
半 ｡ { ( ; - ( 篝 ' 昨 ･ { ( γ 学 ) 1
ｰ
{ ( ; ) f o ( 蒜 了 ) } -
l + o ( 1 )
ー
( グ ー β b ) ' ' + !
中 嶋 眞 澄 : D i r i c h l e t の L 関 数 の 非 自 明 な 零 点 4 7
( 芸 器 T { ( ; ) - * " ( x 1 }
= 尚 " 鬘 晨 , ｡ A ( " ) x ( ¥ ( ! ｡ g n ) "
α 抑 ＋
" { ( # " p ( g g ) 冊 ｡
{ ( v * ) 1
一 品
を 得 る 。 こ こ で 上 記 左 辺 の 第 1 項 ：
{ ( ; ) " ( 脈 宗 毫 7 ) }
が
{ ( ; ) + o ( 菰 壼 毫 γ ) } " ;
で あ る よ う に A > 1 , Y > 1 を 選 び ( 実 際 の A , B の 選 び 方 は 第 1 番 目 に 上
記 の よ う に A を 選 び ， 第 2 番 目 に B を 選 ぶ ) ． そ し て
{ ( ; ) - * F ( x ) }
に 関 し て
" = { ( ; ) " ( S : ; v ) } + ( ; ) > H - :
と 置 き ( α が X に 依 存 し な い よ う に A を 定 め る こ と が 出 来 る こ と に 注 意
す べ き で あ る 。 ）
α - 5 ､ ) ≠ 。
と な る よ う
､ ( g F ) < = F ; ,
6 ＞ 1
の 6 を 選 ぶ 。 こ れ は F ( x ) が 実 解 析 関 数 で あ る こ と と ． 定 数 c o n s t a n t で
な い こ と ( 注 ) か ら 可 能 で あ る 。 ま た 上 記
α - * F ( x )
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晶 一
従 っ て 上 記 品 は
は 〃 に 依 存 し な い こ と に 注 意 す べ き で あ る 。
（ 芸 器 ‘ { α - 金 剛 x ) }
＝ 尚 , 喧 罵 } A ( " ) x ( : ! ( ' o g " ) " " " +
n s
" { ( ; " P ( f r ) ) " } ゞ ｡ { ( y * ) " }
" 鮠 ｡ - * " ( x ) ≠ ｡
… ( 7 )
と な る 。
J 蝿 F b ( x ) = F ( x )
． - * F ( x ) ≠ ，
よ り ， 即 ち
｜ ・ - 余 剛 x ) | → ' ｡ - a , ) | > ' ｡ . , → ｡ 。
よ り ， 十 分 小 さ い 正 数 0 < E O < 1 を
0 < | ｡ - * F ( x ) | - "
を 満 た す よ う に 選 ぶ と 十 分 大 き い v " > 1 に 対 し て
0 < | ｡ - * F ( x ) | - c ｡ < | ｡ - 去 剛 x ) | < | ｡ - * F ( x )
’
+ E O … ( ☆ ☆ ）
と な る 。
上 記 ( 7 ) の 左 辺 の 絶 対 値 の ; 乗 平 均 値 積 分 を 考 え る が .( ☆ ☆ ) と 補 題 ' か ら
1
1 " . | ( = * ! { | ｡ - * ' ( x ) | - @ ｡ } | " d '1 ． _ ‘ ( " _ β h ) " . ‘ { ｡ - 余 F ( x ) - ‘ ‘ }d ’
2 ﾉ 2
1
｛ ( 姜 器 ‘ ｡ - 圭 脈 } } 〃
1 / ･ ' m + h
ﾑ ｡ _ ‘
＜ 一
- 2 h "
中 嶋 坑 澄 : D i r i c h l e t の L 関 数 の 非 自 明 な 零 点 4 9
“ " ( 芸 器 ‘ { " - 余 耶 小 ＊
l
＜
｝
| ｵ ‘ I 嵐 ㈱ ｡ { ( ' " # ' 冊 ｡ { ( 号 剛 篝 ) ) ' "
＜
l "
2
+ 一 ェ A ( ' m ) X ( ' M ) ( l o g 7 # ) "
1
d t
α 郡
〃 ! ” ≦ ( X 》 , ) し
肌 3
臺 脚 ( ' ｡ { ( 『 竿 ) 1 1 ゞ ' 。 { ( ￥ " 馴 芸 ' ) ｡ } |
1
1 ”
1 2
） “
両 " 雪 忍 " A ( " ) x ( ¥ ( ' . g " ) ' ' α ”
＋
〃 s
“ b ( ｡ { ( 峨 芋 ' ) "｡ ← ｡ { ( 等 呵 豊 川
｝ ） ｝
＜
｛ 尚 " 譽 嘉 小 川 禁 仙 ･ 畷 ' " ､ 。
) " l "
｝
+ I O
| 命 , ' 寓 州 " 淳 川 子 剛 剤 ‘
＜
） 蝿 l
2
両 " 薑 語 , " 州 " ) ( l o g " ) : '
’
十
α 『 E
〃 s
l ｡ { 計 , 鮒 ふ ‘ 州 祭 “ ﾙ ”
＜
( ! 埋 割 ･ ≠ ( f " I g g , ) T | | "
’ 1 “
）
）
＋
| ･ 僻 崎
2
n 7 1
d i +
A ( " ) x ( " ) ( l o g r ' ) "
＜
〃 . s
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1
- | ( w E F ) 1 ' " | ( ¥ " ･ ( z : ' ) T } l "
･ ･ ･ ( 8 )
を 得 る 。 こ こ で α , 6 , c , d ≧ 0 に 対 し て ( a + 6 + C + d ) 2 ≦ 4 ( ｡ 2 + 6 2 + C 2 + d 2 )
で あ る こ と を 使 っ た 。
( 8 ) の 右 辺 の 積 分 に 対 し て 補 題 3 を 使 う と
1
1
2 ん
願 ( 芸 器 ‘ { ｡ - 圭 咽 - 鋤 } . “
＜
| ・ { 圭 剛 ふ 州 差 ( “ ﾙ ”
( r " ¥ I ) ｡ ｡ * ( ; " , * ) " } | #
｝ | “
）
十
{ ｡ { ( ; ! ) ' ふ 岫 I 装 側 2 ( ' ･ 鳳 悩 繩 霞 ≠
）
( ( 平 ( ; ! ) ｡ ふ 岫 祭 l l l l f ( ' ｡ g " ) 2 ' ' ｡ ! , ' ゞ
+ O
1
2 〃
( r + )≠ ( 苓 置 x p ( g ; ' ) "
｝ |
＋
I ｡ { 4 ( ; ) " ふ 鶚 ( l o 仙 痩 卿 ≠
1
( y ｡ ¥ ' ) " " * (・ 芋 I )* ( 号 州 篝 ) ) "
｝ | … { ”
十
こ こ で ， 〃 → ” の と き
? ?
?
?
?
中 嶋 眞 澄 : D i r i c h l e t の L 関 数 の 非 自 明 な 零 点 5 1
鵬 圭 噸 ． ( 芸 器 ‘ { | α 一 夫 原 ( x ) | - " } r d ,
卜 { 竿 ( 尚 ) ・ ふ 鶚 ( l O g " ) 2 " Q I " 2 +
< l i m
〃 → 0 0
* ( Y * ) 鋤 ￥ ( 等 剛 芸 ) ) "
｝ ｢
… ( 1 0 ）
( 1 0 ) の 右 辺 の 第 1 項 を 補 題 2 を 使 っ て 評 価 す る ：
竿 ( 尚 ) ' ふ ｡ 等 ( l o g " α 綴 ，
?
? 』 ?
? ?
? 、 ? ? ???
? ? ?
?
?
?
? ? ?
?
?
? ，
?
?
? ? ? 、 ? ? ?
、 』
? ?
?
?
? ? ? ‐ ． 、 ?
、 、 ? ? ? ? ?
? ? ? ｜ ? ｜ ? ? ?
? ー 、 ー 、
? ? ? ? ? ? ?
?
?
? ?
?
? ? ? ?
? ?
? ? ? ?
? ?
? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ?
? ? ? ?
?
? ? ?
? ? ?
? ? ?
?
? ? ? ? 、 、 ? ? ? 、 ? ? ? ? 、
? ? ? ?
?
? ?
?
× ( 2 " 例 ( 2 " ナ リ ( 古 ) " ”
< ｡ " ( " ) ¥ 峻 念 ( 2 叶 2 ) ( 2 " + 1 )
2 〃 ＋ 3
( 吉 ）
･ ･ ( 1 1 ）
( 1 0 ) に ( 1 1 ) を 代 入 し て ， 補 題 4 を 使 う と ：
1
I F 二 可 ≦
≦ 鵬 ' ｡ { 竿 ( 尚 ) ｡ ふ 等 ( l O g n ) 2 " q " 璽 ≠
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2 〃
＋
( Y " ¥ ' )≠ ( 号 欝 x p ( 5 = F ' ) "
｝ | ”
< l i m
〃 → “
I ｡ { " " ( g ) " ☆ 仰 ・ 則 ( 2 " ≠ ' ) ( " 菫 ) 鰯 " ←
( y " ¥ ' ) " ≠ ( ; " I g r , ) " | | "
1 ”
） ）
＋
） （
（ “ ‘ ，
{ y ｡ " ( ｢ ・ 弩 , ) ( 5 坐 〃 γ 州 凱 γ c x p ( s a )
） ｝
）
＝ I n a X
- … { ( y # > ( y * ) }
… ( 1 2 ）
( ' 2 ) で 0 － β b > 0 を 保 ち な が ら ,び を β b に 十 分 近 づ け れ ば , I J ) > ; で あ
る の で ． （ 1 2 ) の 左 辺 は C O に 近 づ き ． 一 方 ( 1 2 ) の 右 辺 は
） （｛ ( γ 等 雪 ’ γ 芋 ’
） } ･ 言 ”
I n a X
と い う 有 限 値 6 n i t e v a l u e に 近 づ き 矛 盾 が 生 ず る 。 従 っ て p 0 = / % D + i 7 0 , " >
号 な る 定 理 の 条 件 を 満 た す L ( s , x ) の 非 自 明 な 零 点 n o n - t r i v i a l z e r o は 存 在
し な い 。 □
注 : F ( X ) が 定 数 で な い こ と の 証 明
c に ' ､ : - ｡ * n ) " ､ ※
※ 隆 ｡ 鞭 ( 謡 糒 州 c x I ) ( i " 1 ． 抑 ．
（ ・ 圭 ）
e x p
×
ニ ー ニ
l o g Y
( - i z * 5 ) ( ' - ) ' - … ）
E " ' ! ~ # g ¥ = ,
×
u j i t h z : = l o g X
e x l ) ( ( - A + " ' ) g ) d i )
中 嶋 填 澄 : D i r i c h l e t の L 関 数 の 非 自 明 な 零 点 5 3
G ( z ) = c o n s t α 流 t と 仮 定 し て 矛 盾 を 導 く： こ の 仮 定 か ら
?
?
? ? ? ?
?
?
?
? ｜ ?
?
? ? ? ? ?
? ? ?
? ? ? ? ?
?
? ー 、
｜ ? ?
? ? ?
?
e x p ( ( - A + " ) z ) d t '
＝ 0 ，
（ 南 ）
e x pd 2
" G I ( z ) =
×
l o g Y
』
?
?
?
? ? ?
? ? ? 、 ?
? ??
?
丘
( 1 - Y - A + i " ) e x p ( ( - A + j " ) z ) d "
×
＝ ＝ ＞
底 " ( - 臘 古 ）
( 1 - Y - A + i " ) e x p ( ( - A + " ) z ) d u
＝ 0
一
底 ｡ " ( - ‘ 古 ）
( 1 - Y - A + ' " ) e x p ( " z ) d "
＝ 0
一
?
? ? ?
? ?
? ??
? ? ? ? ? ? ? ? 、
?
? ??
? ? ? ? ?
?
?
? ?? 、 ? ? ? ?
? 、 ? ?
?
?
?
?? 、
? ? ?
?
?
? ?
? ? ? ? ? ? 、
? ? 、 ?
? ?
? ? ? ー ? ? 、
?
?
? ー ? 、 ?
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?
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一
）( - ' ・ 豐 駒 e x p ( i " Z ) d t )
l : e x ,
）
（ - 協 六 が ｡ " ( " ‘ ”
l : e x ,
= Y - A
＝
?
? ?
? ?
?
? ? ? ｜ ?
? ?
? ?
?? ? ）
? ? ?
? ? ? ? 、 ? ?
? ? 、
? ? ?
? ? ? ? ?
? ? 〜?
? ?
? ? ?
‐
| 蘂 ， 緤 寿 ) } 1 '
L
Y A
）
" 器 等 ' } 。
L
二 二 二
）
＝
{ B ( ' o g X - * ) }
y 劉 叫 釜 豐 壽 "
． i n { B ( l o g X Y - * ) } _ s i n { B ( l o g X - *
ニ ニ ー
) + B ' o g Y }
' o g X Y - = F 5- ' o g X - * + ' o g Y
ｰ
{ B ( ' o g X - * ) }
Y A g u
l o g X － － 里
ぴ － β 0
中 嶋 興 澄 : D i r i c h l e t の L 関 数 の 非 自 明 な 零 点5 5
s i n { B ( l o g X - * ) } c o s ( B l o g Y ) + c o s { B ( l o g X - * ) } s i n ( B l o g Y )
｜ ?
l o g X - 豈 瓦 + l o g Y
こ こ で , l o g Y = 2 7 r , B E N と す る と
‐
Y A g l l
l o g X － － 』 一
l o g X - 5 』 瓦 + 2 7 r
｡ － 酌
s i n { B ( l o g X - = n ) } ≠ 0 で あ る の で
－
? ?
?
?
? ｜ ? ?
? ?? ?
?
?
? ?
?
豈 瓦 - l o g X
1
5 = 両 一 l o g X - 2 7 T
と な る 。 又 0 〈 ぴ 一 助 く ’ で あ る の で 扇 ｣ 両 - l o g X > 1 で あ る が . A > 1
で あ る の で
－
1
5 三 両 一 l o g X
1 < e 2 7 r A =
～ 1
1
戸 両 一 l o g X - 2 7 r
と な り 矛 盾 を 引 き 起 こ す 。 従 っ て Y = e 2 T , 1 < B E N と 選 べ ば F ( x ) =
G ( z ) ≠ c o n s t ( m t . D
パ ラ メ ー タ X , X A , B , グ ー 比 の 選 び 方
X = e x p { g } , y = e " , A , B E N , o - 比 は 次 の 条 件 ( a ) , ( b ) , ( c )
． ≦ ｡ - 脈 等 - ‘ 鋳 曼 云 臺 } … ③
?
?
? ? ? ? 、
、 ? ? ? ? ?? ? ?
? ?
?
? ?
? ? ? 、 ?
? ?
? 、 ? ?
?
? ?
? ?
? ? ? ? ? ?
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満 た す が ． 先 ず ( a ) を 満 た す よ う に グ ー 比 を 選 び ， 次 に ( c ) を 満 た す よ う
に A を 選 ん で か ら ,( b ) を 満 た す よ う に B を 選 ぶ 。
注 意 1 : m を 固 定 し て 主 定 理 l を 繰 り 返 し 適 用 す る と ，
q " _ , < 7 o < q , , 内 に あ る 零 点 ' 0 の 実 部 此 は 次 第 に 小 さ く な り ，
非 零 領 域 z e r o f r e e r c g i o l l:
｛ ぴ ＋ 〃 ｜ 助 く ぴ , q " - ] < t < q n }
は ， 左 方 向 に 広 が っ て 行 き ， 遂 に は
｛ … # ' 3 < - | < # < q , ' }
と な る 。
主 定 理 は 次 の 結 論 を 導 い て い る 。 即 ち ， 存 在 を 仮 定 し た β 0 は 実 際 に は 存
在 せ ず , ； 〈 〃 と な る L ( s , x ) の 零 点 s = o + 〃 は 存 在 し な い こ と に な る 。
こ の 手 続 き を 各 β 0 に 施 せ ば . 結 局 L ( s , x ) の 非 自 明 な 零 点 は 半 平 面 ; < o
に は 存 在 し な い と 結 論 付 け ら れ る 。
p b = ; で は 上 記 矛 盾 が 生 じ な い の で ，こ の 過 程 は " = ; で 止 ま る 。
注 意 2 :l o g L ( s , X ) が D i r i c l l l e t 級 数 に 展 開 出 来 る 事 ． 即 ち L ( s , x ) が E u l e r
積 を 持 つ 事 が 重 要 で あ る 。 従 っ て S . R a m a m ' j a n の Z e t a 関 数 ：
‘ 所 ( 鼠 ) ＝ 三 等 = 早 ] _ γ ( " 坐 ｡ 非 , ‘ ‘ - 塾 ' ㈹ ﾝ 等 ）
O C
“
u ﾉ ﾉ ! c ' ･ e A = 9 n ( ' - 9 " ) 2 4 = E γ ( n ) 9 " , ( | 9 1 < 1 )
伽 ＝ I 肌 ＝ l
等 に 対 し て も ， こ の 論 文 の 議 論 は 適 用 出 来 る は ず で あ る 。
注 意 3 : L ( s , x ) ( x は 実 指 標 r e a l c h a r a c t e r ) の 例 外 実 零 点 e x c e p t i o n a l z e r o : 4
( L a n d a u - P a g e - S i e g e l - ' I h t u z a w a z e r o ) に つ い て も ．こ の 論 文 の 議 論 は 適 用
出 来 る ( ｢ D i r i c l , l e t の L 関 数 の L a n d a l l - P a g e - S i c g e l - 龍 沢 零 点 』" L a n d a u -
P a g e - S i e g e l - T a t u z a w a Z e r o s o f D i r i c h l e t ' s L R l l l c t i o n s " t o a p p e a r ) 。
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